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FD Method - Properties /| FD-Methode - Eigenschaften

+ Spatial and Temporal Discretization /| |Az=?
Raumliche und zeitliche Diskretisierung[At="

+ Consistency /
Konsistenz

+ Dispersion /
Dispersion

+ Stability Condition /

= f
Stabilitatsbedingung i

+ Convergence /
Konvergenz

Dr.-Ina. René Marklein - NFT | - Lecture 11 / Vorlesuna 11 - WS 2005 / 2006



Analytical and Numerical Dispersion Relation
Analytische und Numerische Dispersionsrelation

Dispersion relation for a plane wave propagation in 1-D und 3-D: /
Dispersionsrelation fiir die Ausbreitung einer ebenen Welle in 1D
und 3D

1D: EX(Z’t) = Eo(a)o,&) e_j(a)()t—kZZ)
3D: E(R,1) = Eo(a)o,ﬁ) e—j(a)ot—g.g)

where £, is the zcomponent of the wave vector k /
wobei &, die z-Komponente des Wellenvektors k ist

1D: k =Kk, ¢,
3D: k =k,e, + kygy +k,e,

with magnitude / mit dem Betrag

1D: [k =k = Jkek = k2 =

3D: K| =k =kek = ki +k; +k;

kZ

Insert the plane wave ansatz into the scalar 1-D and vector 3-D wave equation /
Setze den ebenen Wellenansatz in die skalare 1D und vektorielle 3D Wellengleichung ein

o° 1 &
—E (z,t)-——E (z,t)=0
i 2 at>
AE(R t)—iﬁ E(R,1)=0
—_—\ C(% atz —_—\)
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Derivation of the Stability Condition for the 1-D FD Scheme of 2nd Order /
Ableitung der Stabilitditsbedingung flir das 1D-FD-Schema 2ter Ordnung

Complex Monofrequent (monochromatic) plane wave in the time domain /
Komplexe monofrequente (monochromatische) ebene Welle im Zeitbereich

-~ \
t—kkeR - \
Ex(R,1) = Eo(@p,K) e_J(wo HkeR)

- kN
Plane of constant phase / =2 \
Ebene kopstanter Phase
A ot ikkeR ¥ KeR=const.
= Eg(@y,K) e 55

A )

-
-
\ P
\ -
Wave vector /
Wellenvektor

k=k,e, +k,€, +k,e,7k,e,
Magnitude of the wave vector / N vy R D R O R TR
Betrag des Wellenvektors |K| =vkek = \/kx +ky +k; = \/g - |k2| =k
Wavenumber / K
Wellenzahl

_%
C
Circular frequency / _
Kreisfrequenz wy =27t
Propagation direction / k- k kg sgn(k, )|k, |e, sgn(k,)kKe,
Ausbreitungsrichtung = K] - i, | - a
Phase of the plane wave /

" ” =sgn(k; e,
Phase der ebenen Welle

kE'B = kSgl’l(kZ )gz '(ng + ygz + Zgz) = kSgl’l(kZ )Zgz 'gz = ksgn(kz )Z
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Analytical and Numerical Dispersion Relation
Analytische und Numerische Dispersionsrelation

We compute / Wir berechnen

o° 1 &
—2EX(Z,t)——2—2EX(Z,t):O
z o
0 f(apt-kz) 1 07 ~{(apt—k,2)
~2 EO(a)O:k) __2_E0(a)07k) =0
oz Co
(k)2 Ey (@, k) eIt kz)——(]a)) E, (wp, K) ¢ @tk — g
0\*0 C 0 0\“*0
0
=0

2
{—kzz + i)g } Eq (@9, k) ¢ ?)
0

H_J

Dispersion relation /
Dispersionsrelation

2

Dispersion relation of a monochromatic plane wave /
Dispersionsrelation einer monochromatischen ebenen Welle

k=2 & @yk)=ck —> @y > ok)=ck
Co
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Analytical and Numerical Dispersion Relation
Analytische und Numerische Dispersionsrelation

We compute in the 3-D case / Wir berechnen im 3D-Fall

1 0%
AER,t) ~— = E(R,)=0
coat
wpt—Ke 182 wpt—Ke
AE, (a2, k) & 0t R>—C—2—E0(a)0,k) “i(ent-keR) _
0
P02 +12 + KDy (@9, k) e TR _ L5 2B (@, ) e I ER) g
Co
2 k<R
|:(k2+k2+k2)+ }Eo(a)o,k) “ilent-kR) _
Co
|\ ~ J

Dispersion relation /
Dispersionsrelation

@

2

ke +ky +k; =k* =
Co

Dispersion relation of a monochromatic plane wave /
Dispersionsrelation einer monochromatischen ebenen Welle

k=2 & @yk)=ck —> @y > ok)=ck
Co
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Analytical and Numerical Dispersion Relation
Analytische und Numerische Dispersionsrelation

Dispersion relation for a plane wave /
Dispersionsrelation fiir eine ebene Welle

k= Sk@w)=2

Co Co

This means that the circular frequency is a function of &/
Dies bedeutet, dass die Kreisfrequenz eine Funktion von k ist

Dispersion relation / Dispersionsrelation
(k)

We define now / Wir definieren nun:
Phase velocity / Phasengeschwindigkeit
Phase velocity vector / Phasengeschwindigkeitsvektor
- Group or energy velocity / Gruppen- oder Energiegeschwindigkeit

- Group or energy velocity vector / Gruppen- oder Energiegeschwindigkeitsvektor
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Dispersion Relation and Phase, Group, and Energy Velocities /
Dispersionsrelation und Phasen-, Gruppen- und Energiegeschwindigkeiten

Dispersion relation / Dispersionsrelation (k)

Phase velocity / Phasengeschwindigkeit

Cph (@, k) = %k)

Phase velocity vector / Phasengeschwindigkeitsvektor

a(k ~
k ) sen(k, )k

(k) ~
3D: ¢ (0 = 20K
- Group or energy velocity / Gruppen- oder Energiegeschwindigkeit

ID: ¢ (0,k) =

d
ID: ¢y (@,K) =cp(@,k) = &w(k)

3D: Cy(@,K) =Cp(@,K) = ‘Vﬁw(k)‘

- Group or energy velocity vector / Gruppen- oder
Energiegeschwindigkeitsvektor d X
ID: Gy (.K) = g (,K) = -0k

3D: ¢y (@, K) =Cp(@,K) = Vio(k)

Gradient with regard to the wave vector k / V. —e 0 te 0 te 0
Gradient bezuglich des Wellenvektors k k ™ =x ok, =1 ok,

- ok,

Dr.-Ina. René Marklein - NFT | - Lecture 11 / Vorlesuna 11 - WS 2005 / 2006



Dispersion Relation and Phase, Group, and Energy Velocities for a
Monochromatic Plane Wave / Dispersionsrelation und Phasen-, Gruppen- und
Energiegeschwindigkeiten flir eine monochromatische ebene Welle

Dispersion relation for a monochromatic plane wave /
Dispersionsrelation fiir eine monochromatische ebene Welle

Phase velocity / Phasengeschwindigkeit

k) _ Ko _

Cph(a), k) :T K CO
Phase velocity vector / Phasengeschwindigkeitsvektor
(k)

ID: ¢ (@,k) = sgn(k,) =c,sgn(k,)

w(K) ~ ~
)

- Group or energy velocity / Gruppen- oder Energiegeschwindigkeit

d d
ID: ¢y (@,K) =g (@,k) = d—ka)(k) ~ K kep =c¢q

3D: Cyr(@,K) = G (@, K) =[Vie(K)| = [Vickeo| = ¢

- Group or energy velocity vector / Gruppen- oder
Energiegeschwindigkeitsvektor

d
1D: ggr(a): k) ZQE(CO: k) =

dk
3D: ggr (C(), K) = QE (CO, K) = VKa)(k) = C()K
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Analytical and Numerical Dispersion Relation
Analytische und Numerische Dispersionsrelation

=|€

Il
(@
S
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ey t€ +e
Yok Yok, Tf ok,

e e, 0+, | k2 I + K2,
ok Yok, ok,

0

2 12,2
ky +Ky +K;7 ¢

0 O | b2 2. .2
g, —+¢ +e ks +k: +k
ok, Yok, akZ] oy
1 2Kke, 1 2ky ey 1 2k, e,
2,/ +kg +kZ 21/k2+k2+k2 2./k2+k2+k2
kng kygy i kzgz
JkErkZek? (k2 rkZek? (k2 kK

K&y + kygy +k,e,

JK2+k2 +k2

|=>
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Numerical Dispersion Relation / Numerische Dispersionsrelation

3-D cse
3D-Fall

2-D cse
2D-Fall

1-D cse
1D-Fall

Numerical dispersion relation for the FD, FDTD, and FIT algorithms /
Numerische Dispersionsrelation fiir die FD-, FDTD- und FIT-Algorithmen

3-Dcse
3D-Fall

2-D cse
2D-Fall

1-D cse
1D-Fall

a)(kx, ky, k,,AX, Ay, Az, At) = %arcsin

a)(kx,ky,AX,Ay,At) :iarcsim

1
coAt)2
1
(coart)’
1

sin?

(

2

sin

—)2s1n2 (

(coAt

@ (Ky, AX, At) = iarcsinj

k,A
@At _ 1 2sin2 Ky AX N | 2sin2 yAY N 1 _ Sinz(szzj
2 (&) 2 ) () 2 ) (a) 2
2 (Ax)z 2 (Ay)2 2
a)oAtj: 1 SinZLkXAXj
2 ) (ax) 2
_ K, A
COMJ o (% XJW 7 il yzy]+< 7 (2 )]
AX Ay Az
k,A
08 e
(&%) 2 ) (ay) 2

AX
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Numerical Dispersion Relation / Numerische Dispersionsrelation

1-D
ol @ ( Ky> AX, At) = 2 arcsin {COM sin ( |kX | AX J}
1D-Fall At o ;
CoAt _ &
e
Lol
Ky
G:i: 272'
AX - [Ky| Ax
1-D
- w(anAX,At)Ilarcsin St k| AX |
1D-Fall At Ax 5
— ——
—At 7
G

= i arcsin Zt sin z
At G
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1-D Numerical Dispersion Relation / 1D Numerische Dispersionsrelation

Numerical dispersion relation / Numerische Dispersionsrelation

o (k ,AX,At)=£arcsin COAtsin |kX|AX
X At

AX 2

) ( Ky, AX, At) = é arcsin {Kt sin (%)}

Numerical phase velocity / Numerische Phasengeschwindigkeit
Coh G,AAt ~
u ( )z (i arcsin{At sin(zj}

Co T At G

Numerical group velocity / Numerische Gruppengeschwindigkeit

oc®) (3]

C ~2
0 \/1 — At sin® (”j
G
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1-D Numerical Dispersion Relation /
1D Numerische Dispersionsrelation

Relative numerical phase velocity cph/cref and group velocity cgr/cref of 1D FDTD scheme forAtno =0.25

I I I I I
- — Cph ey
- = C
ar
L T A A R —]
L
05
i)
C O M [ e —]
[
i
8—:
[&] _05 fl I R T ]
I| |
V7
L b Ve —
| | | | |
0 2 5 10 15 20 25 30
G
0
1
m
©
£ -10
o
Lo
0’53
€ -20
{
L
oﬁ.
-30
_40 | | | | | |
0 2 5 10 15 20 25 30
G
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1-D Numerical Dispersion Relation /
1D Numerische Dispersionsrelation

Relative numerical phase velocity cph/oref and group velocity cgr/cref of 1D FDTD scheme forAtno =0.5

I I I
— — Cph
- = C
ar
s 0.5 [
o :
o° 3
2 ]
© Y
e .
L :
OQ—O.S |_‘ l ’ ,: ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
\ 1
(I
T T
l l l l l l
0 2 5 10 15 20 25
G
Relative numerical phase velocity ¢ . /c__ and group velocity ¢ /c__ of 1D FDTD scheme for At =05
ph “ref gr ref norm
T T T T T T
0 = — %n
- =-C
ar
m
©
E“__10 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
g
L
Oa
20|l Yo
o
L ‘ ‘ ‘ : :
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G
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1-D Numerical Dispersion Relation - Magic Time Step /
1D Numerische Dispersionsrelation - Magische Zeitschrittweite

Numerical phase velocity / Numerische Phasengeschwindigkeit

Coh (G,AAt)

G o (ﬂj G ) ) (ﬂ'j Grx
= ——arcsins Atsin| — | =—arcsin<sin| — |, =——=1
Co At G T G TG

Numerical group velocity / Numerische Gruppengeschwindigkeit

wled)  =ls) =) {5 =E) e

Tl g ) () )

» No numerical dispersion / Keine numerische Dispersio!1
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1-D Numerical Dispersion Relation - Magic Time Step /
1D Numerische Dispersionsrelation - Magische Zeitschrittweite

Relative numerical phase velocity ¢  /c__and group velocity ¢ /c__ of 1D FDTD scheme forAt _ =1.0
ph “ref gr ref no

m
T T T T T T
1 — Con M
- . C
gar
B OS ML [ 1 —
L
007
° :
S 0 R —
o l
°’—0.51|~~I ——————————————————————————————————————— -
! I :
| .
Y L i -
l l l l l l
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G
Relative numerical phase velocity ¢  /c__and group velocity ¢ /c  of 1D FDTD scheme forAt  =1.0
ph “ref gr ref norm
T T T T T T
0 — %n 1
- -C
gr
m
©
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Numerical Dispersion - Test Function /
Numerische Dispersion - Testfunktion

Time History of the RC2, RC4, and RC8 Excitation Time Spectrum of the RC2, RC4, and RC8 Excitation
Function / Zeitfunktion des RC2-, RC4- und RC8- Function / Zeitspektrum des RC2-, RC4- und RC8-
Anregungsimpulses Anregungsimpulses

1

RO2(tfy) ——

1
RC2(f/ fo)— ——
ROA(f/Fy)— ——
ROS(f/f))

RCn nr fa) /\

0.4

TS 97/11\N——

RC2(f/ o)

RCA(T/ fo)

ROS( /o)
3 g : " g

0.1

A NIV A W

\
b

1 0 1
o ‘ [ ) - =

Hy = ng
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Numerical Dispersion of an RC2 Pulse /
Numerische Dispersion eines RC2-Impulses

Second Order Scheme in Space and Time (2S2T) /
Schema zweiter Ordnung im Raum und in der Zeit (252T)

Fourth Order Scheme in Space und Second Order Scheme in
Time (4S2T) / Schema vierter Ordnung im Raum und
zweiter Ordung in der Zeit (4S2T)

Original RC2 Pulse / .
Originaler RC2-Impuls

Second Order Scheme in Space and Time (252T) /
Schema zweiter Ordnung im Raum und in der Zeit (252T)

Fourth Order Scheme in Space und Second Order Scheme iri’
Time (4S2T) / Schema vierter Ordnung im Raum und
zweiter Ordnung in der Zeit (4S2T)
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=B : : i : : i
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i L0 aik 11 15,56 16,95 2034 2712 51 1.90
i in ps|=
12 T T T T ! I , ! ,
1l 5 : ; : : [ il
1l i i i i i i | ! i
i1 10 a8 111 1% 56 16.95 2034 1373 T~ 5is1 1,911
/ tin HE =
1.2 I T
I' . g i i i
A
12 i i i
96 538 1Kl
tin ys =
1.2 . — — .
: : : Strong dispersion /
A \f\ Starke Dispersion
: ; o : ; : ;
H H H H
~ i \\\/f : / :
i * g : : : i , , :
12 AN i i i i i i i
11 19 2N 1945 L] 3051 L8 386 3154 3322 190
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|' : : : Less dispersion /
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Numerical Dispersion of an RC4 Pulse /
Numerische Dispersion eines RC4-Impulses

Second Order Scheme in Space and Time (252T) / S ! | ' ' ! | ‘/\
Schema zweiter Ordnung im Raum und in der Zeit (252T) e M‘ B %ﬁ” Py
'|-:““ fi\'l .'i‘!l |]|| Hiﬁu 16.95 II 4 ‘fi'.‘f u II"1 il'llﬁl
Fourth Order Scheme in Space und Second Order Scheme i} " ' ' : ! ! ' : ¥ '
Time (4S2T) / Schema vierter Ordnung im Raum und A ﬂ“‘ A M]‘R P
zweiter Ordung in der Zeit (4S2T) wu‘r va
e =.iw Is& T |_u_i5g. 16.95 |I 1 _'.=_i7_= JT_iIJ "|_i5I
Original RC4 Pulse / S ! ]

Originaler RC4-Impuls a7

2 - u|4 H

tin pus =

d) 13

Second Order Scheme in Space and Time (2S2T) /
Schema zweiter Ordnung im Raum und in der Zeit (252T) A

Little d'isper'sion /

1 | |
FL1% 3186 3254 3322
tin ps =

Fourth Order Scheme in Space und Second Order Scheme iri’

Time (4S2T) / Schema vierter Ordnung im Raum und Al
zweiter Ordnung in der Zeit (4S2T) i
-1.2

Less 'dispe'rsion' /
Wenigler Di_spers_ion
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Numerical Dispersion of an RC8 Pulse /
Numerische Dispersion eines RC8-Impulses

Second Order Scheme in Space and Time (2S2T) / _
Schema zweiter Ordnung im Raum und in der Zeit (252T) i

Fourth Order Scheme in Space und Second Order Scheme in’
Time (4S2T) / Schema vierter Ordnung im Raum und i
zweiter Ordung in der Zeit (4S2T)

Original RC8 Pulse / ©
Originaler RC8-Impuls A

Second Order Scheme in Space and Time (2S2T) / 9 |
Schema zweiter Ordnung im Raum und in der Zeit (252T) A

Fourth Order Scheme in Space und Second Order Scheme i’ :
Time (4S2T) / Schema vierter Ordnung im Raum und A
zweiter Ordnung in der Zeit (4S2T)
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2-D Numerical Dispersion Relation - Numerical Anisotropy /
2D Numerische Dispersionsrelation - Numerische Anisotropie
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FD Method - Properties /| FD-Methode - Eigenschaften

+ Spatial and Temporal Discretization /| |Az=?
Raumliche und zeitliche Diskretisierung[at="

+ Consistency /
Konsistenz

+ Dispersion /
Dispersion

+ Stability Condition /

= f
Stabilitatsbedingung i

+ Convergence /
Konvergenz
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Derivation of the Numerical Dispersion Relation for the 1-D FD Scheme of 2nd Order /
Ableitung der numerischen Dispersionsrelation fiir das 1D-FD-Schema 2ter Ordnung

Stability by the von Neumann’s method
(Fourier series method):

Insert a complex monofrequent (monochromatic) plane wave into the
discrete FD equations and analyze the spectral radius of the amplification
matrix, where the spectral radius must be smaller equal one.

Stabilitat durch die von Neumannsche Methode
(Fourier-Reihen-Methode):

Setze eine komplex monofrequente (monochromatische) ebene Welle in die
diskreten FD-Gleichungen ein und analysiere den spektralen Radius der
Verstdarkungsmatrix, wobei der spektrale Radius kleinergleich Eins sein

Mmuss.

Complex monofrequent (monochromatic) plane wave /
Komplex monofrequente (monochromatische) ebene

£, (R = g0y k) o 10T

Welle _ EO(WOaE) o Jont ejkE'B
(n+D) _ r~1FD (ny) FD  Amplification matrix /
{W} _[G]m {W} [G]ID " Verstarkungsmatrix

Spectral radius / FD of the matrix / ~1FD
> p([G]lD ) <1 [G]m

Spektraler Radius der Matrix
where / G2\ = GIP G1P .nth eigenvalue of the matrix GIP
wobei 2\[Clip - AR " ([Clip \[Clip ) noter EigenwertderMatrix[ i
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FD Method - Properties /| FD-Methode - Eigenschaften

+ Spatial and Temporal Discretization /| |Az=?
Raumliche und zeitliche Diskretisierung[at="

+ Consistency /
Konsistenz

+ Dispersion /
Dispersion

+ Stability Condition /

= f
Stabilitatsbedingung i

+ Convergence /
Konvergenz
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Consistency / Konsistenz

Consistency
Consistency means that the discrete equations result in
the analytical equations by calculating the limit {Az, Ag — O.

We can prove the consistency of the 1-D FD scheme using the above
numerical dispersion relation. We show, that the grid dispersion relation
reaches in the limit {Az, A — 0 the analytical dispersion relation for a plane
wave as a solution of the homogeneous Helmholtz equation.

Konsistenz
Konsistenz bedeutet, dass die diskreten Gleichungen bei dem
Grenzubergang
{Az, At — 0 in die analytischen Gleichungen ubergehen.

Wir konnen die Konsistenz des 1D-FD-Schemas anhand der numerischen
Dispersionsrelation Uberprifen. Wir zeigen, dass die numerische
Dispersionsrelation bei dem Grenziibergang {Az, A3 — 0 in die analytische
Dispersionsrelation einer ebene Welle als Losung der homogenen Helmholtz-
Gleichung lUbergeht.
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Consistency / Konsistenz

lim 1 > sin’ (wOAtj _ 1 5 sin’ (kZAZj
{Az,At}—0 (COAt) 2 (AZ) 2

. 1. (a)OAtj 1. (|k,|Az
lim sin =—sin
{Az,At}—0| CyAt 2 Az 2

lim sin DAL ) _ At
At—0 2 2
k,|Az k,|Az
lim sin[| Z| =| Z|
AZ—0 2

1 a)OAt_i|kz|Az
CoAt 2 Az 2
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FD Method - Properties /| FD-Methode - Eigenschaften

+ Spatial and Temporal Discretization /| |Az=?
Raumliche und zeitliche Diskretisierung[at="

+ Consistency /
Konsistenz

+ Dispersion /
Dispersion

+ Stability Condition /

= f
Stabilitatsbedingung i

+ Convergence /
Konvergenz
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Convergence / Konvergenz

Convergence
The importance of the concept of consistency and stability is seen in the
Lax-Richtmyer equivalence theorem, which is the fundamental theorem in
the theory of finite difference schemes for initial value problems.

Lax-Richtmyer Equivalence Theorem
A consistent finite difference scheme for a partial differential equations of
which the initial value problem is well-posed is convergent if and only if it is
stable.

Konvergenz
Die Wichtigkeit des Konzeptes der Konsistenz und Stabilitat kann man an
dem Lax-Richtmyer-Aquivalenztheorem sehen, welches ein fundamentales
Theorem in der Theorie der Finite Differenzen zur Losung eines
Anfangswertproblems darstellt.

Lax-Richtmyer Aquivalenztheorem
Ein konsistentes Finite Differenzen Schema fiir eine partielle
Differentialgleichung eines gut gestellten Anfangswertproblems ist
konvergent, wenn und nur wenn es stabil ist.
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End of Lecture 11/
Ende der 11. Vorlesung
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