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FD Method - Properties / FD-Methode - Eigenschaften
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Dispersion
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Analytical and Numerical Dispersion Relation
Analytische und Numerische Dispersionsrelation

Dispersion relation for a plane wave propagation in 1-D und 3-D: /
Dispersionsrelation fiir die Ausbreitung einer ebenen Welle in 1D
und 3D
ID: E, (2,t) = Ey (@, k) e (1 7?)
3D: E(R.1) = Eq(ap. k) e 06

where £, is the z component of the wave vector k /
wobei &, die z-Komponente des Wellenvektors k ist

ID: k =k,e,
3D: k=kyey +kyey +k;e,

with magnitude / mit dem Betrag

1D =k = Jkek =i =
3D: K=k =Kok = kg +kJ +k;

Insert the plane wave ansatz into the scalar 1-D and vector 3-D wave equation /
Setze den ebenen Wellenansatz in die skalare 1D und vektorielle 3D Wellengleichung ein
22

1 &%
?Ex(z,t)—c—za—zEx(z,t):O
0

1 &%
AER,t) -——=ER,)=0
3 at?
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Derivation of the Stability Condition for the 1-D FD Scheme of 2nd Order /
Ableitung der Stabilitdtsbedingung fiir das 1D-FD-Schema 2ter Ordnung

Complex Monofrequent (monochromatic) plane wave in the time domain / -

-
Komplexe monofrequente (monochromatische) ebene Welle im Zeitbereich - \\
kkeR Plane of g hase / k N
A —1 nt— . ane of constant phase —_ \
E)< R,0)= EO (Q)O’K) e J( S 7) Ebene konstanter Phase \
A Y

L ke » keR=const.
= Ey(wp.K) e Joot o Jkk-R .

Wave vector /
Wellenvektor

Magnitude of the wave vector / k= 22— k2 e l—
Betrag des Wellenvektors ‘K‘ = vkek =k +ky +k; —\/E = ‘kz‘ =k

k=kye, +k;e, +k;e,7k,e,

Wavenumber / k=2
Wellenzahl T ¢

Circular frequency / _

Kreisfrequenz @ =27y
Propagation direction / K _k ke sga(k,)[k, e, _ sgn(k, ke, —san(k, )
Ausbreitungsrichtung *7\k - ‘kz‘ = K = K =sgn(k, )&,

Phase of the plane wave /

Phase der ebenen Welle  KK*R =ksgn(k, e, «(xe, + Ve, +ze,) =ksgn(k,)ze, ¢, =ksgn(k,)z
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Analytical and Numerical Dispersion Relation
Analytische und Numerische Dispersionsrelation

We compute / Wir berechnen

o 1 8%
?Ex(z,t)—g? E,(z,t)=0

2 2
i Eo(a)o’ k) e i(ant-k,z) _ iz EO(Q’OaK) e*J(“’(»‘*kzZ) =0

(_]k) Ey (@, k)e j(@pt—k,2) 0(00) Eo(a)o,k)e (wpt—k,2) _ -0

2
l: *Oleo(wo,k)e j(wpt—k,2) _ -0
H_/

Dispersion relation /
Dispersionsrelation

@
pel

I

kZ=k*=

Dispersion relation of a monochromatic plane wave /
Dispersionsrelation einer monochromatischen ebenen Welle

k=22 & @yk)=ck > @y oo ok)=ck
Co
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Analytical and Numerical Dispersion Relation
Analytische und Numerische Dispersionsrelation

We compute in the 3-D case / Wir berechnen im 3D-Fall

AE(R t)—iiE(R t)=0
ERD- 5 2ER

j(wpt—keR) _

AEy(ep, K) eij(m”tik.g) Eo (@, k) =0

2»12

j(opt-kR) j(opt—keR) _

P05 kg + k5 )Eq (a2, K) €7 2(1500) Eq(@p,K) ¢ =0

2
{ (K} 4k +k2)+ }Eo(wo,k)e ent-k-R) _ ¢
0
R
Dispersion relation /

Dispersionsrelation

wz
ke +ky+kG =k ==2

Dispersion relation of a monochromatic plane wave /
Dispersionsrelation einer monochromatischen ebenen Welle

k=22 & @yk)=ck - oy oo ok)=ck
Co
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Analytical and Numerical Dispersion Relation
Analytische und Numerische Dispersionsrelation

Dispersion relation for a plane wave /
Dispersionsrelation fiir eine ebene Welle
k=2 S k@)=2
Co
wk)=kc,

This means that the circular frequency is a function of & /
Dies bedeutet, dass die Kreisfrequenz eine Funktion von &k ist

Dispersion relation / Dispersionsrelation
a(k)

We define now / Wir definieren nun:
« Phase velocity / Phasengeschwindigkeit
- Phase velocity vector / Phasengeschwindigkeitsvektor
- Group or energy velocity / Gruppen- oder Energiegeschwindigkeit

- Group or energy velocity vector / Gruppen- oder Energiegeschwindigkeitsvektor
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Dispersion Relation and Phase, Group, and Energy Velocities /
Dispersionsrelation und Phasen-, Gruppen- und Energiegeschwindigkeiten

Dispersion relation / Dispersionsrelation (k)

- Phase velocity / Phasengeschwindigkeit
k
() = 2
- Phase velocity vector / Phasengeschwindigkeitsvektor

2 e, &

K)
3D: ¢ (@,k) :%K

ID: ¢ (w,k) =

- Group or energy velocity / Gruppen- oder Energiegeschwindigkeit
d
ID: Cq(@,K) = cg(@.k) = &w(k)
3D Cy(@,K) = G (,K) = |V (K)|
- Group or energy velocity vector / Gruppen- oder
Energiegeschwindigkeitsvektor d R
ID: yp(@.K) = g (0,K) = (kK
dk
3D: Cyr(@,K) =Cp(@,K) = Vio(k)
Gradient with regard to the wave vector k / v 5 5 0

Gradient beziiglich des Wellenvektors k k=& azwy%ﬂz I

Do _log René Marklein - NETI_Jocturo 1] 11 WS 2005 /2006




Dispersion Relation and Phase, Group, and Energy Velocities for a
Monochromatic Plane Wave / Dispersionsrelation und Phasen-, Gruppen- und
Energiegeschwindigkeiten fiir eine monochromatische ebene Welle

Dispersion relation for a monochromatic plane wave /
Dispersionsrelation fiir eine monochromatische ebene Welle

(k) =ke,
+ Phase velocity / Phasengeschwindigkeit

Cph(a),k):%k):k%:
- Phase velocity vector / Phasengeschwindigkeitsvektor
w(k)
k

K)o~
3D: gph(w,k):%g:cog

1D: Cph (0,k) = sgn(k; ) = ¢y sgn(k;)

« Group or energy velocity / Gruppen- oder Energiegeschwindigkeit
a4
dk
3D Cy(@,K) = G (,K) =| V(K] = |Vickey | = ¢

d
ID: ¢g(@,K) = cg(@,k) =—a(k) = m key =¢

- Group or energy velocity vector / Gruppen- oder
Energiegeschwindigkeitsvektor

d A
ID: Cy(@,k) =Cg(@.k) = M (kK =ck

3D: Cy(@,K) = Cg (@, K) = Vyo(k) = cok
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Analytical and Numerical Dispersion Relation
Analytische und Numerische Dispersionsrelation

0 0 0
Vi =§X6T(X+gy%+g2%

Vikeo = 7Xi+gyi+gzi ks +k5 +k7c
A ok, kg

1 2k.e, 1 2kyey 1 2ke,

=Cy| = + +—
2 ek 2k ek 2 2k ok

=c, kxgx + kygy + kzgz
JE+k2k kR ek ekl 2 ek K
keey +kyey +ks e,

ke kg kg

=cok
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3-D k.

ese (kx,ky,kz,Ax Ay, Az, At 7—arcsm CoAt sm2 kXAX n2 iy Y sin? k,Az
3D-Fall 2 2 ) (wy 2
2-D k, A

e w(kx,k AX, Ay,At 7—arcsm CoAt sm2 kXAX sin? 7y
2D-Fall ( )’ 2 2
1-D

ose (K, AX, At) 7—arcsm SAt sin kXAX
1D-Fall AX 2

Numerical Dispersion Relation / Numerische Dispersionsrelation

Numerical dispersion relation for the FD, FDTD, and FIT algorithms /
Numerische Dispersionsrelation fiir die FD-, FDTD- und FIT-Algorithmen

3-Dcse 1 sin? (a}oA’[j _ 1 sin? ( kXAX] . 1 sin2 [wj + 1 sin? (szZ]
3DFall (goat)? 2 ) () 2 ) (&) 2 ) (m2) 2
2Dese 1. ( a)OAt) R S, (k AXJ R SR (kﬁ]

2DFall - (coAt)? 2 ) (ax) 2 ) (ayy 2

1-D cse I .o At 1. o keAX
——sin”| —— > sin” | = —
1D-Fall (coArt) 2 (Ax) 2
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D
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Numerical Dispersion Relation / Numerische Dispersionsrelation

1-D
case a)(kx, AX, At) = i arcsin {CO—M sil][“<)< ‘ ij}
1D-Fall At AX 2
SAt_ &
o~
o =k=2 =22
c A
L2
|
G:i* 27
Ax Jky|Ax
I-Dcase w(kX,AX,At):iarcsin co—msin M
1D-Fall At
—At _z
G

= iarcsin Atsin| Z
At G
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1-D Numerical Dispersion Relation / 1D Numerische Dispersionsrelation

Numerical dispersion relation / Numerische Dispersionsrelation
Ky | AX
a)(kx,AX,At)=£arcsin CO—Atsin &
At AX 2
2 s (7
o (Ky, AX, At) =—arcsin Atsin| =
At G
Numerical phase velocity / Numerische Phasengeschwindigkeit

Cop G, At ~
M = i,\arcsin {At sin(z)}
At G

Co V4

Numerical group velocity / Numerische Gruppengeschwindigkeit

At cos z
cg,(G,At): S
C ~2
0 \/I—At sin? [gj
Dol Rané Mackl SMETL_loct 1l 11 \WS.2005 /2006 13

1-D Numerical Dispersion Relation /
1D Numerische Dispersionsrelation

Relative numerical phase velocity ¢_/c__and group velocity ¢ /c_ of 1D FDTD scheme for At =0.25

ot Cref of Cref norm
— S
--c
or

of et

/c_.andc_/c

Cotl Cret

15 20 25 30
G
Relative numerical phase velocity ¢_/c _and group velocity ¢ /c_ of 1D FDTD scheme forAt _=0.25
il Cref of ref norm
T T T T T T
0 - — %n
. cC
or
@
°
£ 10 4
5
L
o5
2 20 =
&
8:
o /
-30 ,
1
1
_40 I I I I I I
0 2 5 10 15 20 25 30
G
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1-D Numerical Dispersion Relation /
1D Numerische Dispersionsrelation

Relative numerical phase velocity ¢c_/c __and group velocity ¢_/c__of 1D FDTD scheme for At =05
Ph ref gr “ref norm

ph/cre' andc_/c

c

15 20 25 30
G
Relative numerical phase velocity c_/c __and group velocity ¢_/c__of 1D FDTD scheme for At =05
Ph “ref gr “ref norm
T T T T
= — %n
.c
or

o
°
< ,

kg
L
o
°
2 -
©

kg
L

5
© —

| | | |
10 15 20 25 30
G
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1-D Numerical Dispersion Relation - Magic Time Step /
1D Numerische Dispersionsrelation - Magische Zeitschrittweite

At=1

Numerical phase velocity / Numerische Phasengeschwindigkeit

cph(G,Xt)

G s (7 G (7 Grx
=—=arcsin{ Atsin| — | =—arcsin+ sin =—==1
Co At G T G zG

Numerical group velocity / Numerische Gruppengeschwindigkeit

g wlg) ~lE)

S

() (] B )

|:> No numerical dispersion / Keine numerische Dispersi0!1
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1-D Numerical Dispersion Relation - Magic Time Step /

1D Numerische Dispersionsrelation - Magische Zeitschrittweite

Relative numerical phase velocity ¢ _ /c

and group velocity ¢_/c.

of 1D FDTD scheme forAt _=1.0
norm

D

N,

newen) @

newe,

R

AMarkl

Numerical Dispersion - Test Function /
Numerische Dispersion - Testfunktion
Time History of the RC2, RC4, and RC8 Excitation

Function / Zeitfunktion des RC2-, RC4- und RC8-
Anregungsimpulses

LA T
Wl
Ml

DA IHH\/W::
VT

SNET L loch

11 WS 2005

2006

Anregungsimpulses

Time Spectrum of the RC2, RC4, and RC8 Excitation
Function / Zeitspektrum des RC2-, RC4- und RC8-

N

b

I

/ [

N

WM\{\/\




Numerical Dispersion of an RC2 Pulse /
Numerische Dispersion eines RC2-Impulses

Second Order Scheme in Space and Time (2S2T) /
Schema zweiter Ordnung im Raum und in der Zeit (252T)

Fourth Order Scheme in Space und Second Order Scheme in’
Time (4S2T) / Schema vierter Ordnung im Raum und
zweiter Ordung in der Zeit (4S2T)

Original RC2 Pulse /
Originaler RC2-Impuls

Second Order Scheme in Space and Time (2S2T) / "
Schema zweiter Ordnung im Raum und in der Zeit (252T)

Fourth Order Scheme in Space und Second Order Scheme in’
Time (4S2T) / Schema vierter Ordnung im Raum und
zweiter Ordnung in der Zeit (452T)
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Numerical Dispersion of an RC4 Pulse /
Numerische Dispersion eines RC4-Impulses

Second Order Scheme in Space and Time (2S27T) / R "
Schema zweiter Ordnung im Raum und in der Zeit (252T) A

Fourth Order Scheme in Space und Second Order Scheme in’
Time (4S2T) / Schema vierter Ordnung im Raum und
zweiter Ordung in der Zeit (4S2T)

Original RC4 Pulse /
Originaler RC4-Impuls A

Second Order Scheme in Space and Time (252T) / o "
Schema zweiter Ordnung im Raum und in der Zeit (252T) A

T — T ) - - -

P A SV ittle dispersion /
‘}/\ | ‘f\\;\“ Wenig Dispersion
b R / I

Fourth Order Scheme in Space und Second Order Scheme in’
Time (4S2T) / Schema vierter Ordnung im Raum und

zweiter Ordnung in der Zeit (452T)
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Numerical Dispersion of an RC8 Pulse /
Numerische Dispersion eines RC8-Impulses

Second Order Scheme in Space and Time (2S2T) /
Schema zweiter Ordnung im Raum und in der Zeit (252T)

Fourth Order Scheme in Space und Second Order Scheme in’
Time (4S2T) / Schema vierter Ordnung im Raum und
zweiter Ordung in der Zeit (4S2T)

Original RC8 Pulse /
Originaler RC8-Impuls

Second Order Scheme in Space and Time (2S2T) /
Schema zweiter Ordnung im Raum und in der Zeit (252T)

Fourth Order Scheme in Space und Second Order Scheme in’
Time (4S2T) / Schema vierter Ordnung im Raum und
zweiter Ordnung in der Zeit (452T)
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2-D Numerical Dispersion Relation - Numerical Anisotropy /
2D Numerische Dispersionsrelation - Numerische Anisotropie

L AAATIET Gas et S ey =0 a) b)
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FD Method - Properties / FD-Methode - Eigenschaften

4+ Spatial and Temporal Discretization /| [Az=?
Raumliche und zeitliche Diskretisierung|at=?

+ Consistency /
Konsistenz

+ Dispersion /
Dispersion

4+ Stability Condition /

Stabilitatsbedingung

4+ Convergence /
Konvergenz
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Derivation of the Numerical Dispersion Relation for the 1-D FD Scheme of 2nd Order /
Ableitung der numerischen Dispersionsrelation fiir das 1D-FD-Schema 2ter Ordnung

Stability by the von Neumann's method
(Fourier series method):

Insert a complex monofrequent (monochromatic) plane wave into the
discrete FD equations and analyze the spectral radius of the amplification
matrix, where the spectral radius must be smaller equal one.

Stabilitdt durch die von Neumannsche Methode
(Fourier-Reihen-Methode):

Setze eine komplex monofrequente (monochromatische) ebene Welle in die
diskreten FD-Gleichungen ein und analysiere den spektralen Radius der
Verstarkungsmatrix, wobei der spektrale Radius kleinergleich Eins sein

muss.

Complex monofrequent (monochromatic) plane wave /
Komplex monofrequente (monochromatische) ebene

E (R = Eg(ap k) ¢ 1)

Welle — EO(”O:E) e*jwut e_ikE'B
(n+D) _~1FD () FD . Amplification matrix /
{w} —[G]m {w} [G]ID " Verstarkungsmatrix

Spectral radius / FD of the matrix /~7FD
Spektraler Radius p([G]u))Sl der Matrix [G D

where / FD
wobei p([G]lD):ngﬁ}..‘N

Yn ([G]lFllJ))
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FD ) . nth eigenvalue of the matrix ~ 1FD
n ([G]m)' n-ter Eigenwert der Matrix [G]ID

24
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FD Method - Properties / FD-Methode - Eigenschaften

4+ Spatial and Temporal Discretization /| [Az=?
Raumliche und zeitliche Diskretisierung|at=?

+ Consistency /
Konsistenz

+ Dispersion /
Dispersion

4+ Stability Condition /

Stabilitatsbedingung

4+ Convergence /
Konvergenz

SNETL locturol] 1l WS 20052006
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Consistency / Konsistenz

Consistency
Consistency means that the discrete equations result in
the analytical equations by calculating the limit {Az, A — 0.

We can prove the consistency of the 1-D FD scheme using the above
numerical dispersion relation. We show, that the grid dispersion relation
reaches in the limit {Az, A} — 0 the analytical dispersion relation for a plane
wave as a solution of the homogeneous Helmholtz equation.

Konsistenz
Konsistenz bedeutet, dass die diskreten Gleichungen bei dem
Grenzibergang
{Az, A — 0 in die analytischen Gleichungen ubergehen.

Wir kénnen die Konsistenz des 1D-FD-Schemas anhand der numerischen
Dispersionsrelation Uberprifen. Wir zeigen, dass die numerische
Dispersionsrelation bei dem Grenzibergang {Az, A&t — 0 in die analytische
Dispersionsrelation einer ebene Welle als Losung der homogenen Helmholtz-
Gleichung ubergeht.

SNETL locturol] 1l WS 20052006
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Consistency / Konsistenz

lim ! 5 sin? (%—M} ! 5 sin? (kZAZj
{AZ,At} >0 (coAt) 2 (Az) 2

. 1 [womj 1 ([k,|Az
lim |——sin| — |=—sin| ——
(Az,At} 0| CoAt 2 Az 2

At At

lim sin(wo— =&
At—0 2

k,|Az k,|Az

lim sin 7‘ Z‘ :7‘ Z‘
Az—0 2 2

1ot 1 [k Az
M 2 A7 2

(2]
o)

=ko

ko =]k,

SNETL locturol] 1l WS 20052006

27

FD Method - Properties / FD-Methode - Eigenschaften

4+ Spatial and Temporal Discretization /| [Az=?
Raumliche und zeitliche Diskretisierung|at=?

4+ Consistency /
Konsistenz

+ Dispersion /
Dispersion

4 Stability Condition /

Stabilitatsbedingung

+ Convergence /
Konvergenz
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Convergence / Konvergenz

Convergence
The importance of the concept of consistency and stability is seen in the
Lax-Richtmyer equivalence theorem, which is the fundamental theorem in
the theory of finite difference schemes for initial value problems.

Lax-Richtmyer Equivalence Theorem
A consistent finite difference scheme for a partial differential equations of
which the initial value problem is well-posed is convergent if and only if it is
stable.

Konvergenz
Die Wichtigkeit des Konzeptes der Konsistenz und Stabilitat kann man an
dem Lax-Richtmyer-Aquivalenztheorem sehen, welches ein fundamentales
Theorem in der Theorie der Finite Differenzen zur Lésung eines
Anfangswertproblems darstellt.

Lax-Richtmyer Aquivalenztheorem
Ein konsistentes Finite Differenzen Schema fiir eine partielle
Differentialgleichung eines gut gestellten Anfangswertproblems ist
konvergent, wenn und nur wenn es stabil ist.
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End of Lecture 11/
Ende der 11. Vorlesung
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