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3-D Electromagnetic Wave Propagation / 
3D elektromagnetische Wellenausbreitung

Maxwell’s equations / Maxwellsche Gleichungen
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Constitutive Equations for Vacuum / 
Konstituierende Gleichungen 

(Materialgleichungen) für Vakuum
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Continuity equations / Kontinuitätsgleichungen
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Vector identity / 
Vektoridentität
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3rd and 4th Maxwell’s 
equations / 3. und 4. 

Maxwellsche Gleichung
Constitutive equations / 

Materialgleichungen
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Laplace operator in Cartesian coordinates / 
Laplace-Operator in Kartesischen Koordinaten



3-D Electromagnetic Wave Propagation / 
3D elektromagnetische Wellenausbreitung

[ ]( , ) ( , )

e e e e e e ( , )x y z x y z

t t

t
x y z x y z

∆ =∇ ∇

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

E R E R

E R

i

i

[ ]
( ) ( )

( , ) ( , )

e e e e e e ( , )x y z x y zx y z x y z

t t

t

∆ =∇ ∇

 = ∂ + ∂ + ∂ ∂ + ∂ + ∂ 

E R E R

E R

i

i

( )e e e ( , )e ( , )e ( , )e

         e e ( , ) e e ( , ) e e ( , )

         e e ( , ) e e ( , ) e e ( , )

         e e ( , ) e e ( , ) e e ( , )

x y z x y zx y z x y z

x x x y x zx x x y x z

y y y y y zy x y y y z

x z z y z zz x z y z z

E t E t E t

E t E t E t

E t E t E t

E t E t E t

 ∂ + ∂ + ∂ + + 
= ∂ + ∂ + ∂

+ ∂ + ∂ + ∂

+ ∂ + ∂ + ∂

R R R

R R R

R R R

R R R

               x y z tx y z t
∂ ∂ ∂ ∂
= ∂ = ∂ = ∂ = ∂

∂ ∂ ∂ ∂
Short-hand notation / 

Abkürzende Schreibweise

3-D Electromagnetic Wave Propagation / 
3D elektromagnetische Wellenausbreitung

[ ]
( ) ( )
( )

( , ) ( , )

e e e e e e ( , )

e e e     e e ( , ) e e ( , ) e e ( , )  

                                          e e ( , ) e e ( , ) e e

x y z x y zx y z x y z

x y z x x x y x zx y z x x x y x z

x y y y y zy x y y y z

t t

t

E t E t E t

E t E t E

∆ =∇ ∇

 = ∂ + ∂ + ∂ ∂ + ∂ + ∂ 
= ∂ + ∂ + ∂ ∂ + ∂ + ∂
+ ∂ + ∂ + ∂

E R E R

E R

R R R

R R

i

i

i

( , )

                                         e e ( , ) e e ( , ) e e ( , )x z y z z zz x z y z z

t

E t E t E t + ∂ + ∂ + ∂ 

R

R R R

[ ]( , ) ( , )

e    e e ( , ) e e ( , ) e e ( , )  

              e e ( , ) e e ( , ) e e ( , )

              e e ( , ) e e ( , ) e e ( , )

e    e e

x x x x y x zx x x x y x z

y x y y y zy x y y y z

z x z y z zz x z y z z

y xy x x

t t

E t E t E t

E t E t E t

E t E t E t

E

∆ =∇ ∇

= ∂ ∂ + ∂ + ∂
+ ∂ + ∂ + ∂

+ ∂ + ∂ + ∂ 

+ ∂ ∂

E R E R

R R R

R R R

R R R

i

i

i ( , ) e e ( , ) e e ( , )  

              e e ( , ) e e ( , ) e e ( , )

              e e ( , ) e e ( , ) e e ( , )

e    e e ( , ) e e ( , ) e e ( ,

x x y z zx y x z

y x y y y zy x y y y z

z x z y z zz x z y z z

z x x x y x zz x x x y x z

t E t E t

E t E t E t

E t E t E t

E t E t E t

 + ∂ + ∂
+ ∂ + ∂ + ∂

+ ∂ + ∂ + ∂ 

+ ∂ ∂ + ∂ + ∂

R R R

R R R

R R R

R R Ri )  

              e e ( , ) e e ( , ) e e ( , )

              e e ( , ) e e ( , ) e e ( , )

y x y y y zy x y y y z

z x z y z zz x z y z z

E t E t E t

E t E t E t


+ ∂ + ∂ + ∂

+ ∂ + ∂ + ∂ 

R R R

R R R



3-D Electromagnetic Wave Propagation / 
3D elektromagnetische Wellenausbreitung

[ ]

( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( , )

( , ) ( , )

  e ( , ) e ( , ) e ( , )

  e ( , ) e ( , ) e ( , )

  e ( , ) e ( , ) e ( , )  

 = ( , )e ( , )e ( , )e

x x x y x zx y z

y x y y y zx y z

z x z y z zx y z

x y z x y zx y z

t

t t

E t E t E t

E t E t E t

E t E t E t

E t E t E t

=

∆ = ∇ ∇

= ∂ + ∂ + ∂
+ ∂ + ∂ + ∂
+ ∂ + ∂ + ∂

 ∂ + ∂ + ∂ + + 
E R

E R E R

R R R

R R R

R R R

R R R

i

( )2 2 2 ( , )x y z t= ∂ + ∂ + ∂ E R

��������	�������


( )2 2 2

2 2 2

2 2 2

( , ) ( , )

( , )

x y zt t

t
x y z

∆ = ∂ + ∂ + ∂

 ∂ ∂ ∂
= + +  ∂ ∂ ∂ 

E R E R

E R

3-D Electromagnetic Wave Propagation / 
3D elektromagnetische Wellenausbreitung

2

0 me m2 2
00

2

0 em e2 2
00

1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1 1( , ) ( , )  ( , ) ( , ) ( , )

t t t t t
tc t

t t t t t
tc t

ε ρ
µ

µ ρ
ε

∂ ∂
∆ − = −∇ + + ∇

∂∂

∂ ∂
∆ − = ∇ + + ∇

∂∂

H R H R ×J R J R R

E R E R ×J R J R R

( )
( )

2 2 2

2 2 2

( , ) ( , )

( , ) ( , )

x y z

x y z

t t

t t

∆ = ∂ +∂ +∂

∆ = ∂ +∂ +∂

E R E R

H R H R

2 2 2 2

0 me m2 2 2 2 2
00

2 2 2 2

0 em e2 2 2 2 2
00

1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1 1( , ) ( , )  ( , ) ( , ) ( , )

t t t t t
tx y z c t

t t t t t
tx y z c t

ε ρ
µ

µ ρ
ε

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − = −∇ + + ∇   ∂∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − = ∇ + + ∇   ∂∂ ∂ ∂ ∂ 

H R H R ×J R J R R

E R E R ×J R J R R

mm

ee

( , ) ( , )

( , ) ( , )

t t
t

t t
t

ρ

ρ

∂
∇ = −

∂
∂

∇ = −
∂

J R R

J R R

i

i



2-D EM Wave Propagation – 2-D TM Case and 2-D TE Case / 
2D EM Wellenausbreitung – 2D-TM-Fall und 2D-TE-Fall

mm m

ee e

( , ) ( , , ) ( , , )

( , ) ( , , ) ( , , )
y y

y y

t x z t J x z t

t x z t J x z t

= =

= =

J R J e

J R J e

0
y
∂
≡

∂

2 2 2

e 0 m m2 2 2 2
00

2 2 2

m 0 e e2 2 2 2
00

1 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

1 1( , , ) ( , , )  ( , , ) ( , , ) ( , , )

y yy y

y yy y

x z t x z t J x z t J x z t x y t
tx z c t

x z t x z t J x z t J x z t x y t
tx z c t

ε ρ
µ

µ ρ
ε

 ∂ ∂ ∂ ∂ + − = ∇ + + ∇     ∂∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ + − = ∇ + + ∇     ∂∂ ∂ ∂ 

H H × e e

E E × e e

We consider the xz plane and assume that the field is independent of y /
Wir betrachten die xz-Ebene und nehmen an, dass das Feld unabhängig von y ist

2 2 2 2

0 me m2 2 2 2 2
00

2 2 2 2

0 em e2 2 2 2 2
00

1 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

1 1( , , ) ( , , )  ( , , ) ( , , ) ( , , )

x z t x z t x z t x z t x z t
tx y z c t

x z t x z t x z t x z t x z t
tx y z c t

ε ρ
µ

µ ρ
ε

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − = −∇ + + ∇   ∂∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − = ∇ + + ∇   ∂∂ ∂ ∂ ∂ 

H H ×J J

E E ×J J

Then it follows for the 3-D wave equations / Es folgt dann für die 3D-
Wellengleichungen

And we confine the current sources to / Und wir beschränken die Stromquellen 
auf

This yields for the above given 3-D wave equation / 
Dies ergibt für die oben gegebenen 3D-Wellengleichungen

2-D EM Wave Propagation – 2-D TM Case and 2-D TE Case / 
2D EM Wellenausbreitung – 2D-TM-Fall und 2D-TE-Fall
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Curl and divergence of the current sources / 
Rotation und Divergenz der Stromquellen

The divergence of the 
current 

sources is in this special 
case zero, because the 

currents are constant in y
direction. / Die Divergenz 

der Stromquellen ist in 
diesem speziellen Fall null, 
da die Ströme in y-Richtung

konstant sind.
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FD Method – 2-D TM Wave Equation – Example/ 
FD-Methode – 2D-TM-Wellengleichung – Beispiel
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FD Method – 2-D FD Wave Equation – TM Case – Validation / 
FD-Methode – 2D FD-Wellengleichung – TM-Fall – Validierung
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FD Method – 2-D FD Wave Equation – TM Case – Validation / 
FD-Methode – 2D FD-Wellengleichung – TM-Fall – Validierung
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EM Wave Propagation – Finite-Difference Time-Domain (FDTD) / 
EM Wellenausbreitung – Finite Differenzen im Zeitbereich (FDTD) 

The first two Maxwell’s Equations are: / 
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EM Wave Propagation – Finite-Difference Time-Domain (FDTD) / 
EM Wellenausbreitung – Finite Differenzen im Zeitbereich (FDTD)
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Idea: Outline of a flow chart / 
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Faraday’s induction law / 
Faradaysches Induktionsgesetz

Ampère-Maxwell‘s circuital law /
Ampère-Maxwellsches 
Durchflutungsgesetz



EM Wave Propagation – Finite-Difference Time-Domain (FDTD) / 
EM Wellenausbreitung – Finite Differenzen im Zeitbereich (FDTD)
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Ampère-Maxwellsches 
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1-D EM Wave Propagation – Finite-Difference Time-Domain (FDTD) / 
1D EM Wellenausbreitung – Finite Differenzen im Zeitbereich (FDTD) 

The first two Maxwell’s Equations are: / 
Die ersten beiden Maxwellschen Gleichungen lauten:
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1-D EM Wave Propagation – Finite-Difference Time-Domain (FDTD) / 
1D EM Wellenausbreitung – Finite Differenzen im Zeitbereich (FDTD)
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1-D EM Wave Propagation – FDTD – Discretization of the 1st Equation / 
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1-D EM Wave Propagation – FDTD – Discretization of the 2nd Equation / 
1D EM Wellenausbreitung – FDTD – Diskretisierung der 2ten Gleichung
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1-D EM Wave Propagation – 1-D FDTD – Staggered Grid in Space / 
1D EM Wellenausbreitung – 1-D FDTD – Versetztes Gitter im Raum
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1-D EM Wave Propagation – Finite-Difference Time-Domain (FDTD) / 
1D EM Wellenausbreitung – Finite Differenzen im Zeitbereich (FDTD)
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1-D EM Wave Propagation – Finite-Difference Time-Domain (FDTD) / 
1D EM Wellenausbreitung – Finite Differenzen im Zeitbereich (FDTD)
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1-D EM Wave Propagation – Finite-Difference Time-Domain (FDTD) / 
1D EM Wellenausbreitung – Finite Differenzen im Zeitbereich (FDTD)
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Explicit 1-D FDTD algorithm on a staggered grid in space and time / 
Expliziter 1D-FDTD-Algorithmus auf einem versetzten Gitter im Raum und Zeit

Explicit 1-D FDTD algorithm on a staggered grid in space and time / 
Expliziter 1D-FDTD-Algorithmus auf einem versetzten Gitter im Raum und Zeit

FDTD:FDTD: Yee, K. S.: Numerical solution of initial boundary value problems 
involving Maxwell's equations in isotropic media. IEEE Transactions 

on Antennas Propagation, Vol. AP-14, pp. 302-307, 1966. 

Yee, K. S.: Numerical solution of initial boundary value problems 
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Explicit 1-D FDTD algorithm of leap-frog type on a staggered grid in space and time / 
Expliziter 1D-FDTD-Algorithmus vom „Bocksprung“-Typ auf einem versetzten Gitter im Raum und Zeit
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Expliziter 1D-FDTD-Algorithmus vom „Bocksprung“-Typ auf einem versetzten Gitter im Raum und Zeit

FDTD: Yee, K. S.: Numerical solution of initial boundary value problems 
involving Maxwell's equations in isotropic media. IEEE Transactions on 

Antennas Propagation, Vol. AP-14, pp. 302-307, 1966. 

FDTD: Yee, K. S.: Numerical solution of initial boundary value problems 
involving Maxwell's equations in isotropic media. IEEE Transactions on 

Antennas Propagation, Vol. AP-14, pp. 302-307, 1966. 

m
0 0

e
0 0

1 1( , ) ( , ) ( , )

1 1( , ) ( , ) ( , )

y x y

x y x

H z t E z t J z t
t z

E z t H z t J z t
t z

µ µ

ε ε

∂ ∂
= − −

∂ ∂

∂ ∂
= − −

∂ ∂

The first two Maxwell’s Equations are: / 
Die ersten beiden Maxwellschen Gleichungen lauten:



1-D EM Wave Propagation – 1-D FDTD – Staggered Grid in Space / 
1D EM Wellenausbreitung – 1-D FDTD – Versetztes Gitter im Raum
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Interleaving of the Ex and Hy field components in space and time in the 1-D FDTD formulation / 
Überlappung der Ex- und Hy-Feldkomponente in der 1D-FDTD-Formulierung im Raum und in der 

Zeit

1-D EM Wave Propagation – FDTD – Normalization / 
1D EM Wellenausbreitung – FDTD – Normierung
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1-D FDTD – Staggered Grid in Space – Global Node Numbering / 
1D-FDTD – Versetztes Gitter im Raum – Globale Knotennummerierung
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1-D FDTD Algorithm – Flow Chart / 
1D-FDTD-Algorithmus – Flussdiagramm
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1-D FDTD Algorithm – Flow Chart / 
1D-FDTD-Algorithmus – Flussdiagramm
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FDTD Solution of the First Two 1-D Scalar Maxwell’s Equations / 
FDTD-Lösung der ersten beiden 1D skalaren Maxwell-Gleichungen

Maxwell’s equations / Maxwellsche Gleichungen
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Initial condition / Anfangsbedingung

Boundary condition for a perfectly electrically conducting (PEC) material / 
Randbedingung für ein ideal elektrisch leitendes Material
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FDTD Solution of the First Two 1-D Scalar Maxwell’s Equations / 
FDTD-Lösung der ersten beiden 1D skalaren Maxwell-Gleichungen
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Discrete 1-D FDTD equations / Diskrete 1D-FDTD-Gleichungen
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Boundary condition for a perfectly electrically conducting (PEC) material / 
Randbedingung für ein ideal elektrisch leitendes Material

FDTD Solution of the First Two 1-D Scalar Maxwell’s Equations / 
FDTD-Lösung der ersten beiden 1D skalaren Maxwell-Gleichungen

Excitation pulse: RC2(t) – Time Domain / Anregungsfunktion: RC2(t) – Zeitbereich

Excitation pulse: RC2(f) – Frequency Domain / Anregungsfunktion: RC(f)  –
Frequenzbereich
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FDTD Solution of the First Two 1-D Scalar Maxwell’s Equations / 
FDTD-Lösung der ersten beiden 1D skalaren Maxwell-Gleichungen

FDTD Solution of the First Two 1-D Scalar Maxwell’s Equations / 
FDTD-Lösung der ersten beiden 1D skalaren Maxwell-Gleichungen



Implementation of Boundary Conditions / 
Implementierung von Randbedingungen

Boundary condition for a perfectly electrically conducting (PEC) material 
/ 

Randbedingung für ein ideal elektrisch leitendes Material
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Absorbing/open boundary condition / 
Absorbierende/offene Randbedingung
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l 0.5t∆ =For / Für
a plane wave needs two time steps, 2 nt , to travel over one grid cell with the size ∆z / 

braucht eine ebene Welle zwei Zeitschritte, 2 nt , um sich über eine Gitterzelle der Größe ∆z
auszubreiten

Space-time-extrapolation of the first order / 
Raum-Zeit-Extrapolation der ersten Ordnung

Space-time-extrapolation of the first order / 
Raum-Zeit-Extrapolation der ersten Ordnung

FDTD Solution of the First Two 1-D Scalar Maxwell’s Equations / 
FDTD-Lösung der ersten beiden 1D skalaren Maxwell-Gleichungen



FDTD Solution of the First Two 1-D Scalar Maxwell’s Equations / 
FDTD-Lösung der ersten beiden 1D skalaren Maxwell-Gleichungen

FDTD Solution of the First Two 1-D Scalar Maxwell’s Equations / 
FDTD-Lösung der ersten beiden 1D skalaren Maxwell-Gleichungen
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2-D TM FDTD – Photonic Crystals /
2D-TM-FDTD – Photonische Kristalle

2-D TM FDTD – Photonic Crystals /
2D-TM-FDTD – Photonische Kristalle



End of Lecture 5 /
Ende der 5. Vorlesung


