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CG Method – Conjugate Gradient Method – References / 
KG-Methode – Konjugierte Gradientenmethode

Jonathan Richard Shewchuk:
An Introduction to the Conjugate Gradient Method 
Without the Agonizing Pain, p. , August 1994.
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Penetrable Scatterer: Data Equation and Lippmann-Schwinger Equation – 2-D TM Case/ 
Penetrable Streuer: Datengleichung und Lippmann-Schwinger Gleichung – 2D-TM-Fall
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PEN Scatterer: Discretization of the Domain Integral Equation – Richmond Method / 
PEN-Streuer: Diskretisierung der Bereichsintegralgleichung – Richmod-Methode
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CG-FFT:  Conjugate Gradient – Fast Fourier Transform / 
KG-SFT: Konjugierte Gradienten – Schnelle Fourier-Transformation

The Numerical Solution of a Linear Matrix Equation Requires the 
Storage of the Full N × N Matrix in the Computer Main Memory. 

This is the Main Bottleneck in the Solution of a Large Set of 
Linear Equations. / 

Die numerische Lösung einer linearen Matrixgleichung erfordert
die Speicherung der vollen N × N-Matrix im Hauptspeicher des 

Computers. Dies stellt den wesentlichsten Flaschenhals
bei der numerischen Lösung von großen linearen 

Gleichungssystemen dar.

CG-FFT
Conjugate Gradient – Fast Fourier Transform / 

KG-SFT
Konjugierte Gradienten – Schnelle Fourier-Transformation
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CG-FFT:  Conjugate Gradient – Fast Fourier Transform / 
KG-SFT: Konjugierte Gradienten – Schnelle Fourier-Transformation
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Two-Dimensional Convolution Integral / 
Zweidimensionales Faltungsintegral

2-D Convolution Integral in Cartesian Coordinates / 
2D-Faltungsintegral in Kartesische Koordinaten

1-D Convolution Integral in Cartesian Coordinates / 
1D-Faltungsintegral in Kartesischen Koordinaten
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CG-FFT:  Conjugate Gradient – Fast Fourier Transform / 
KG-SFT: Konjugierte Gradienten – Schnelle Fourier-Transformation

1

0
E J            0,1, 2,..., 1

N

m m n n
n

x G m N
−

−
=

= ∆ = −∑

E( , ) ( , ) J( , ) d
x

x G x x x xω ω ω
∞

′=−∞

′ ′ ′= −∫

max

min

E( , ) ( , ) J( , ) d
x

x x

x G x x x xω ω ω
′=

′ ′ ′= −∫

x →∞

eJ ( , )x ωG( , )x ω

x

eJ ( , )x ωG( , )x ω

x

eJ ( , )x ωG( , )x ω

x−∞ ←

minx x= maxx x=

Infinite 1-D Convolution Integral in Cartesian Coordinates / 
Unendliches 1D-Faltungsintegral in Kartesischen Koordinaten

Finite 1-D Convolution Integral in Cartesian Coordinates / 
Endliches 1D-Faltungsintegral in Kartesischen Koordinaten

Discrete Convolution / 
Diskrete Faltung
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CG-FFT:  Conjugate Gradient – Fast Fourier Transform / 
KG-SFT: Konjugierte Gradienten – Schnelle Fourier-Transformation
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Example: N = M = 4 / Beispiel: N = M = 4
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CG-FFT:  Conjugate Gradient – Fast Fourier Transform / 
KG-SFT: Konjugierte Gradienten – Schnelle Fourier-Transformation
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Example: N = M = 4 / Beispiel: N = M = 4

Discrete Convolution / 
Diskrete Faltung

Discrete Convolution in Matrix Form / 
Diskrete Faltung in Matrixform
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CG-FFT:  Conjugate Gradient – Fast Fourier Transform / 
KG-SFT: Konjugierte Gradienten – Schnelle Fourier-Transformation
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The Matrix [G] is a N × N Matrix and is a General Toeplitz Matrix / 
Die Matrix [G] ist eine N × N-Matrix und ist eine allgemeine Toeplitz-Matrix

All Different Elements of the Matrix [G] are given by the 2 N – 1 Entries of the 1st Row and 1st Column / 
Alle unterschiedlichen Elemente der Matrix [G] sind durch die 2 N – 1 Einträge der 1. Zeile und 1. Splate gegeben
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Discrete Convolution in Matrix Form / 
Diskrete Faltung in Matrixform
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CG-FFT:  Conjugate Gradient – Fast Fourier Transform / 
KG-SFT: Konjugierte Gradienten – Schnelle Fourier-Transformation
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          0,1, 2,..., 1n N nG G n N− = = −

The Sequenz of the Elements of the Matrix [G] are Periodic after N Elements / 
Die Sequenz der Elemente der Matrix [G] sind periodisch nach N Elementen

Discrete Convolution in Matrix Form / 
Diskrete Faltung in Matrixform
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Then, the Discrete Convolution is a Circular Discrete Convolution of the Length 2 N – 1 and 
the Matrix [G] is a Circular Matrix. Otherwise the Discrete Convolution is a Linear Discrete Convolution. / 

Dann ist die diskrete Faltung eine zirkulare diskrete Faltung der Länge 2 N – 1 und 
die Matrix [G] ist eine zirkulierende Matrix. Anderenfalls ist die diskrete Faltung eine lineare diskrete Faltung.
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CG-FFT:  Conjugate Gradient – Fast Fourier Transform / 
KG-SFT: Konjugierte Gradienten – Schnelle Fourier-Transformation
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CG-FFT:  Conjugate Gradient – Fast Fourier Transform / 
KG-SFT: Konjugierte Gradienten – Schnelle Fourier-Transformation
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CG-FFT:  Conjugate Gradient – Fast Fourier Transform / 
KG-SFT: Konjugierte Gradienten – Schnelle Fourier-Transformation

Comment: Every Linear Discrete Convolution of the Length N can be formulated in a Circular Discrete Convolution
of the Length 2 N – 1 by Expanding the Sequence G to a Periodic Sequence of the Length 2 N – 1. And the

Sequence J will be Filled with Zeros up to a Length of 2 N – 1: Zero Padding / 
Anmerkung: Jede lineare diskrete Faltung der Länge N kann in eine zirkulierende diskrete Faltung 

der Länge 2 N – 1 gebracht werden. Dazu wird die Sequenz G in eine periodische Sequenz der Länge 2 N – 1 umgewandelt. 
Und die Sequenz J wird mit Nullen aufgefüllt: Nullen-Auffüllung
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CG-FFT:  Conjugate Gradient – Fast Fourier Transform / 
KG-SFT: Konjugierte Gradienten – Schnelle Fourier-Transformation

The Fast Fourier Transform (FFT) is an Efficient Way of Implementation the Discrete Fourier Transform (DFT) / 
Die schnelle Fourier-Transformation (SFT) ist ein effizienter Weg der Implementierung der diskreten Fourier-Transformation (DFT)
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End of 7th Lecture /
Ende der 7. Vorlesung


